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1. Wprowadzenie 
Ka�dy wie czym jest palindrom. Jest to fragment tekstu który czytany wprzód i wspak jest taki sam. Jednym z 
przykładów palindromów jest zdanie w j�zyku angielskim „C is a basic”. Palindrom ten mo�e by� rozszerzony do 
palindromu o nieograniczonym rozmiarze: „C is a basic, is a basic, is a basic ...”.   

 Palindromy w matematyce maj� troch� bardziej precyzyjn� definicj�. Dokładniej, ka�da litera wł�czaj�c spacj� 
jest znacz�ca. Małe i du�e litery s� ró�nymi literami. U�ywaj�c tej definicji zdanie „C is a basic” nie jest palindromem 
bo po du�ej literze C jest spacj� za� przed ostatni� liter� c nie ma spacji. Co wi�cej, pierwsza litera C jest liter� du�� 
podczas gdy ostania litera c mał�. Palindromem w sensie matematycznym jest „cisabasic”.  

Palindromy w sensie matematycznym nie musz� mie� znaczenia, na przykład ci�g liter „abbabba” jest dobrym 
palindromem. Palindromy s� badane głównie w dwu dziedzinach matematyki: kombinatoryce słów i algorytmach 
tekstowych. Pojawiaj� si� tak�e w teorii liczb i j�zykach formalnych. W kombinatoryce słów palindromy wyst�puj� w 
kilku twierdzeniach zwi�zanych głównie ze słowami Szturma. W algorytmach tekstowych jest kilka algorytmów które 
sprawdzaj� własno�ci testu wej�ciowego – własno�ci zwi�zanych z palindromami. W teorii liczb bada si� liczby które 
wygl�daj�  jak palindromy. W j�zykach formalnych zbiór palindromów jest przykładem j�zyka bezkontekstowego 
który nie jest deterministyczny bezkontekstowy. Podamy teraz po jednym przykładzie wyst�powania palindromów w 
kombinatoryce słów i w algorytmach tekstowych.. 

2. Palindromy w kombinatoryce słów 
Kombinatorka słów bada własno�ci słów wł�czaj�c ich strukture i regularno�ci w nich wyst�puj�ce. Palindrom jest 
pewnym rodzajem regularno�ci. Palindromy w kombinatoryce słów pojawiaj� si� w kilku twierdzeniach [2]. 
Wyja�nimy ich zwi�zek z jednym z najbardziej podstawowych i jednym z najwa�niejszych twierdze� w tej dziedzinie 
matematyki – Twierdzeniem Fine’a i Wilfa. Aby wyja�ni� to twierdzenie musimy wprowadzi� kilka definicji. 
 Liter� nazwiemy albo ‘a’ albo ‘b’. Słowem nazwiemy dowolny ci�g liter, na przykład „abbabbabbabba”. 
Liczba liter w słowie w jest nazywana długo�ci� w i jest oznaczana przez |w|. i-ta litera słowa w jest oznaczna przez 
w[i]. Mamy w=w[1]...w[|w|]. Okresem słowa w jest liczba p taka, �e w[i]=w[i+p], dla 1≤i≤|w|-p. Je�li p jest okresem 
słowa w, to w jest postaci uuu..uu’ gdzie u=w[1]...w[p] i u’=w[1]...w[k], dla pewnego k≤p. Łatwo zauwa�y�, �e je�li p 
jest okresem w to 2p, 3p, i wszystkie inne wielokrotno�ci p s� okresami w.  

Przykład.  Mamy abababa[2]=b. Długo�ci� słowa abababa jest 7. Liczby 2, 4, 6, 7 s� okresami abababa. 
Poniewa� 4 jest okresem słowa ababababa słowo to jest postaci uu’ gdzie u=abab i u’=aba.   

Oznaczmy przez nwd(p,q) najwi�ksz� liczb� dziel�c� zarówno p jak i q. Na przykład, nwd(25,15)=5. Wtedy 
Twierdzenie Fine’a i Wilfa mo�na sformułowa� w nast�puj�cy sposób.  

Twierdzenie Fine’a i Wilfa. Niech p i q b�d� dwoma okresami słowa w. Je�li p+q-gcd(p,q)≤|w|, to nwd(p,q) jest tak�e 
okresem w.  

Zauwa�my, �e je�li nwd(p,q) jest okresem w, to p i q jako wielokrotno�ci nwd(p,q) te� s� okresami w. Dla 
nwd(p,q)=1, Twierdzenie Fine’a i Wilfa przyjmuje nast�puj�c� posta�.  

Twierdzenie Fine’a i Wilfa (przypadek nwd(p,q)=1). Let p and q are two periods of a word w. Let gcd(p,q)=1. If 
p+q-1≤|w|, then w consists only of letters a or only of letters b.  



 Nasuwa si� nast�puj�ce pytanie: co si� dzieje jesli p i q s� okresami w, nwd(p,q)=1 i |w|=p+q-2? Czy w musi 
si� składa� wył�cznie z liter a lub wył�cznie z liter b? Odpowiedzi� na to pytanie jest: nie. Dla ka�dych p i q tkich �e 
nwd(p,q)=1 istnieje słowo o długo�ci p+q-2 które zawiera litery a i b i takie, �e p i q s� okresami słowa w. To oznacza, 
�e ma sens wprowadzenie nast�puj�cej definicji. Słowo w jest centralne je�li istniej� liczby p i q takie, �e |w|=p+q-2 i p 
i q s� okresami w. Słowa takie charakteryzuje nast�puj�ce twierdzenie.  

Twierdzenie. Słowo w jest centralne wtedy i tylko wtedy gdy albo składa si� wył�cznie z liter a, lub wyłacznie z liter b, 
lub jest palindromem i  jest postaci uabv gdzie u i v s� palindromami.   

3. Palidromy w algorytmach tekstowych 
Algorytmy tekstowe s� cz��ci� algorytmiki która działa na słowach zwanych tu tekstami. Palindromy w algorytmach 
tekstowych były badane w kontekstach zarówno algorytmów sekwencyjnych [2] jak i algorytmów równoległych [1]. 
Zbadamy jeden problem, który zaprowadzi nas do bardzo u�ytecznej struktury danych dla algorytmów sekwencyjnych 
zwi�zanych z palindromami. Zaczniemy od wprowadzenia u�ytecznej notacji. Przez w[i..j] b�dziemy rozumieli słowo 
w[i]w[i+1]..w[j]. Problem który zbadamy jest podstawowy.   
 
Problem: Dane słowo w. Zaprojektuj struktur� danych która pozwala, dla danych dwu pozycji i i j słowa w, sprawdzi� 
czy słowo w[i..j] jest palindromem.  
 
 Oczywistym rozwi�zaniem naszego problemu jest stworzenie dwuwymiarowej tablicy logicznej p[i,j], dla 
1≤i≤|j≤ |w| takiej, �e p[i,j]=true wtedy i tylko wtedy gdy w[i..j] jest palindromem. U�ywaj�c tablicy p mo�emy 
odpowiedzie� na pytanie czy w[i..j] jest palindromem w czasie stałym. Jednak to rozwi�zanie ma jedn� wad�: rozmiar 
tablicy p jest kwadratowy wzgl�dem długo�ci słowa w a zatem ka�dy algorytm który oblicza p musi działa� w czasie 
kwadratowym.   

 Rozwi�zanie zaproponowane przez Manachera jest sprytniejsze. Od tej chwili zakładamy, �e interesuj� nas 
tylko palindromy parzyste, tzn. j-i+1 jest parzyste. Rozszerzenie naszego rozumowania na wszystkie palindromy nie 
jest zadaniem trudnym wi�c pozostawimy jest czytelnikowi. Obliczymy tablic� liczb całkowitych R tak�, �e R[i] jest 
maksymalna liczb� tak�, �e w[i-j..i+j-1] jest palindromem. Oczywi�cie rozmiar tablicy jest liniowy wzgl�dem |w|. 

R[i] jest po prostu promieniem najdłu�szego palindromu parzystego którego �rodek le�y mi�dzy pozycjami i-1 
i i w słowie w. Je�li chcemy sprawdzi� czy w[i..j] jest palindromem parzystym sprawdzamy po prostu czy 
R[(j+i+1)/2]≥ (j-i+1)/2, to znaczy czy promie� najdłu�szego palindromu o �rodku b�d�cym �rodkiem w[i..j] jest 
wi�kszy ni� połowa długo�ci w[i..j].   

Przykład. We�my słowo abbaa. Wtedy R[3]=2 poniewa� najwi�kszym palindromem parzystym o �rodku pomi�dzy 
pozycjami 2 i 3 jest abba. Podobnie R[5]=1 poniewa� najwi�kszym palindormem o �rodku pomi�dzy pozycjami 4 i 5 
jest aa.  

Obliczenie tablicy R w czasie kwadratowym jest zadaniem bardzo łatwym. Pozostawiamy je wi�c czytelnikowi. Z 
drugiej strony algorytm liniowy jest nietrywialny i wymaga udowodnienia pewnego lematu z kombinatoryki słów. 
Czytelników zainteresowanych tym algorytmem zach�cam do przeczytania [2].  

Twierdzenie Tablica R mo�e by� obliczona w czasie liniowym.  

Bibliografia 
1. A. Apostolico, D. Breslauer, Z. Galil, “Parallel detection of all palindromes in a string”. 
2. L. Banachowski, A. Kreczmar, W. Rytter, Sprawdzanie własno�ci syntaktycznych tekstów zwi�zanych z 

palindromami”, Rozdział 3.3 w “Analiza Algorytmów i Struktur Danych”, WNT 1989 (in Polish), p. 176-188. 
3. M. Lothaire, “Sturmian words”, Rozdział 2 w “Algebraic Combiatorics on Words”, Cambridge University Press 

2002, p.45-110. 


