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Stowa kluczowe: palindromy

1. Wprowadzenie

Kazdy wie czym jest palindrom. Jest to fragment tekstu ktéry czytany wprzéd i wspak jest taki sam. Jednym z
przyktadéw palindroméw jest zdanie w jezyku angielskim ,,C is a basic”. Palindrom ten moze by¢ rozszerzony do
palindromu o nieograniczonym rozmiarze: ,,C is a basic, is a basic, is a basic ...”.

Palindromy w matematyce maja trochg bardziej precyzyjna definicjg¢. Doktadniej, kazda litera wtaczajac spacje
jest znaczaca. Male i duze litery sa réznymi literami. Uzywajac tej definicji zdanie ,,C is a basic” nie jest palindromem
bo po duzej literze C jest spacja za$ przed ostatnia litera ¢ nie ma spacji. Co wigcej, pierwsza litera C jest litera duza
podczas gdy ostania litera ¢ matla. Palindromem w sensie matematycznym jest ,,cisabasic”.

Palindromy w sensie matematycznym nie musza mie¢ znaczenia, na przyktad ciag liter ,,abbabba” jest dobrym
palindromem. Palindromy sa badane gléwnie w dwu dziedzinach matematyki: kombinatoryce stéw i algorytmach
tekstowych. Pojawiaja si¢ takze w teorii liczb i jezykach formalnych. W kombinatoryce stéw palindromy wystgpuja w
kilku twierdzeniach zwiazanych gltéwnie ze stowami Szturma. W algorytmach tekstowych jest kilka algorytméw ktére
sprawdzaja wlasnos$ci testu wejsciowego — wlasnosci zwiazanych z palindromami. W teorii liczb bada sig liczby ktére
wygladaja jak palindromy. W jezykach formalnych zbiér palindroméw jest przyktadem jgzyka bezkontekstowego
ktéry nie jest deterministyczny bezkontekstowy. Podamy teraz po jednym przyktadzie wystgpowania palindroméw w
kombinatoryce stéw i w algorytmach tekstowych..

2. Palindromy w kombinatoryce stow

Kombinatorka stow bada wiasnosci stow wilaczajac ich strukture i regularnosci w nich wystgpujace. Palindrom jest
pewnym rodzajem regularnosci. Palindromy w kombinatoryce stéw pojawiaja si¢ w kilku twierdzeniach [2].
Wyjasnimy ich zwiazek z jednym z najbardziej podstawowych i jednym z najwazniejszych twierdzen w tej dziedzinie
matematyki — Twierdzeniem Fine’a i Wilfa. Aby wyjasni¢ to twierdzenie musimy wprowadzi¢ kilka definicji.

Litera nazwiemy albo ‘a’ albo ‘b’. Stowem nazwiemy dowolny ciag liter, na przyktad ,,abbabbabbabba”.
Liczba liter w stowie w jest nazywana dlugoscia w i jest oznaczana przez |wl. i-ta litera stowa w jest oznaczna przez
w[i]. Mamy w=w/[1]...w[Iwl]. Okresem stowa w jest liczba p taka, ze w[i]=w[i+p], dla 1<i<Iwl-p. Jesli p jest okresem
stowa w, to w jest postaci uuu..uu’ gdzie u=w[1]...w[p] i w’=w[1]...w[k], dla pewnego k<p. Latwo zauwazy¢, ze jesli p
jest okresem w to 2p, 3p, i wszystkie inne wielokrotno$ci p sa okresami w.

Przyktad. Mamy abababa[2]=b. Diugoscia slowa abababa jest 7. Liczby 2, 4, 6, 7 sa okresami abababa.
Poniewaz 4 jest okresem stowa ababababa stowo to jest postaci uu’ gdzie u=abab i u’=aba.

Oznaczmy przez nwd(p,q) najwigksza liczbg dzielaca zaréwno p jak i q. Na przyktad, nwd(25,15)=5. Wtedy
Twierdzenie Fine’a i Wilfa mozna sformutowa¢ w nastepujacy sposéb.

Twierdzenie Fine’a i Wilfa. Niech p i q beda dwoma okresami stowa w. Jesli p+q-gcd(p,q)<Iwl, to nwd(p,q) jest takze
okresem w.

Zauwazmy, ze jesli nwd(p,q) jest okresem w, to p i q jako wielokrotnosci nwd(p,q) tez sa okresami w. Dla
nwd(p,q)=1, Twierdzenie Fine’a i Wilfa przyjmuje nastgpujaca postac.

Twierdzenie Fine’a i Wilfa (przypadek nwd(p,q)=1). Let p and q are two periods of a word w. Let gcd(p,q)=1. If
p+q-1<Iwl, then w consists only of letters a or only of letters b.



Nasuwa si¢ nastgpujace pytanie: co si¢ dzieje jesli p i q sa okresami w, nwd(p,q)=1 i Iwl=p+q-2? Czy w musi
si¢ sktada¢ wylacznie z liter a lub wytacznie z liter b? Odpowiedzia na to pytanie jest: nie. Dla kazdych p i q tkich ze
nwd(p,q)=1 istnieje stowo o dtugosci p+q-2 ktdre zawiera litery a i b i takie, ze p i q s okresami stowa w. To oznacza,
ze ma sens wprowadzenie nast¢pujacej definicji. Stowo w jest centralne jesli istnieja liczby p i q takie, ze Iwl=p+q-2 i p
iq sa okresami w. Stowa takie charakteryzuje nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie. Stowo w jest centralne wtedy i tylko wtedy gdy albo sktada si¢ wytacznie z liter a, lub wytacznie z liter b,
lub jest palindromem i jest postaci uabv gdzie u i v sa palindromami.

3. Palidromy w algorytmach tekstowych

Algorytmy tekstowe sa czg$cig algorytmiki ktéra dziata na stowach zwanych tu tekstami. Palindromy w algorytmach
tekstowych byty badane w kontekstach zaréwno algorytméw sekwencyjnych [2] jak i algorytméw réwnolegtych [1].
Zbadamy jeden problem, ktéry zaprowadzi nas do bardzo uzytecznej struktury danych dla algorytméw sekwencyjnych
zwiazanych z palindromami. Zaczniemy od wprowadzenia uzytecznej notacji. Przez wli..j] bedziemy rozumieli stowo
w[i]w[i+1]..w[j]. Problem ktéry zbadamy jest podstawowy.

Problem: Dane stowo w. Zaprojektuj strukture¢ danych ktéra pozwala, dla danych dwu pozycjiiij stowa w, sprawdzi¢
czy stowo wli..j] jest palindromem.

Oczywistym rozwigzaniem naszego problemu jest stworzenie dwuwymiarowej tablicy logicznej pl[i,j], dla
1<i<j< 1wl takiej, ze pli,j]l=true wtedy i tylko wtedy gdy w[i..j] jest palindromem. Uzywajac tablicy p mozemy
odpowiedzie¢ na pytanie czy wli..j] jest palindromem w czasie statym. Jednak to rozwigzanie ma jedna wadg: rozmiar
tablicy p jest kwadratowy wzgledem dlugos$ci stowa w a zatem kazdy algorytm ktéry oblicza p musi dziata¢ w czasie
kwadratowym.

Rozwiazanie zaproponowane przez Manachera jest sprytniejsze. Od tej chwili zakladamy, Ze interesuja nas
tylko palindromy parzyste, tzn. j-i+1 jest parzyste. Rozszerzenie naszego rozumowania na wszystkie palindromy nie
jest zadaniem trudnym wigc pozostawimy jest czytelnikowi. Obliczymy tablicg liczb catkowitych R taka, ze R[i] jest
maksymalna liczba taka, ze w[i-j..i+j-1] jest palindromem. Oczywiscie rozmiar tablicy jest liniowy wzgledem Iwl.

R[i] jest po prostu promieniem najdiuzszego palindromu parzystego ktérego §rodek lezy miedzy pozycjami i-1
i1 w stowie w. Je§li chcemy sprawdzi¢ czy wli..j] jest palindromem parzystym sprawdzamy po prostu czy
R[(G+i+1)/2]= (j-i+1)/2, to znaczy czy promien najdtuzszego palindromu o $rodku bedacym S$rodkiem wli..j] jest
wigkszy niz potowa dtugosci wli..j].

Przyktad. Wezmy stowo abbaa. Wtedy R[3]=2 poniewaz najwigkszym palindromem parzystym o §rodku pomigdzy
pozycjami 2 i 3 jest abba. Podobnie R[5]=1 poniewaz najwigkszym palindormem o $rodku pomigdzy pozycjami 4 i 5
jest aa.

Obliczenie tablicy R w czasie kwadratowym jest zadaniem bardzo fatwym. Pozostawiamy je wigc czytelnikowi. Z
drugiej strony algorytm liniowy jest nietrywialny i wymaga udowodnienia pewnego lematu z kombinatoryki stow.
Czytelnikéw zainteresowanych tym algorytmem zachgcam do przeczytania [2].

Twierdzenie Tablica R moze by¢ obliczona w czasie liniowym.
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